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Ubersicht iiber die Stiitzvektormethode (SVM)

Eigenschaften der Stlitzvektormethode (SVM) (Support Vector
Machine)

@ Maximieren der Breite einer separierenden Hyperebene —
maximum margin method — ergibt eindeutige, optimale
trennende Hyperebene.

@ Transformation des Datenraums durch Kernfunktion
behandelt Nichtlinearitat.

@ Strukturelle Risikominimierung minimiert nicht nur den
Fehler, sondern auch die Komplexitat des Modells.
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Probleme der Empirischen Risikominimierung

Empirische Risikominimierung: Bisher haben wir lineare
Modelle

auf die Fehlerminimierung hin optimiert:

. N
RSS(B) = (v — & B)°
=1
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Wo trennen wir die Daten?

f(x1,x2) = 0.021*x1 -0.01*x2 - 2.656
f(x1,x2) =0.5

Klasse' m @

Klasse w @

T - 200
— 180, %

. %0 170 ~GroBe (in cm)
150

Problem: Mehrere Funktionen mit minimalem Fehler existieren.
Welche wahlen?
@ 1. Ausweg: Verbessertes Kriterium: maximum margin.
@ 2. Ausweg: Zusatzliches Kriterium: méglichst geringe
Komplexitat des Modells (Strukturelle Risikominimierung)

60- 0
Gewicht (in'kg)
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Klassifikationsproblem

Gegeben sei ein Klassifikationsproblem mit Y = {—1; +1} und
X CRP.

Sei X = C U C_ die Menge der Trainingsbeispiele mit
Ci ={(@y) ly=+1} und C_={(Z,y)|y=-1}
Zur Klassifikation ist nun eine Hyperebene
H={&|8+(7,F)=0}
gesucht, die die Mengen C, und C_ bestmdglichst trennt

Fir eine gegebene Hyperebene H erfolgt die Klassifikation
dann durch

g =sign (G0 + (7, ))
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Notationen...

Und warum jetzt <f , E> statt 77 3?

Wir bewegen uns derzeit in einem R-Vektorraum der Beispiele
mit dem Standardskalarprodukt

eh- €5 - g

M atrixmultiplikation ImplizitesSkalarprodukt

Die Notation <:E , E> sollte aus der linearen Algebra (Schule?)
bekannt sein.
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Klassifikation mit Hyperebenen

Ist eine Ebene H mit
i={7| po+ (7, f)=0}

gegeben, kénnen wir diese in Hesse-Normalenform Gberfihren

—

H={z| g+ (. F)=0} mtF ‘:H;%H’BS :II%OII

und erhalten die vorzeichenbehaftete Distanz eines Punktes ¥
zU H durch

A H) = (750, ) = ﬁ ((, B) + )

(Ubungsaufgabe)
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Klassifikation mit Hyperebenen

Die vorzeichenbehaftete Distanz d(z, H) drickt aus
@ den Abstand |d(Z, H)| von & zu Ebene H
Q@ die Lage von 7 relativ zur Orientierung (5) von H, d.h.

—

o 1, falls cos £(Z, ) > 0
sign (d(;p,H)) = { i_l Sons(thS (iL‘ ﬂ)

Auf diese Weise lassen sich die Punkte klassifizieren mit

g =sign (%0 + (7, 7))
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Einfacher Ansatz nach Schélkopf/Smola

Ein einfacher Ansatz zu einer separierenden Hyperebene zu
kommen, geht Uber die Zentroiden von C; und C_:

Seien
€+:ﬁ Z und €_=ﬁﬂ z
(Zy)eCy (&,y)eC—
Waéhle nun
g g Fma -

als Hyperebene mit Normalenvektor 3 durch den Punkt i,
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Separierende Hyperebene Uber Zentroiden

Durch /3 und Z, ist die Hyperebene gegeben als
= {2 (z-5.7) =0} = {21 (2.5) - (5. 7) =)
Damit erfolgt die Klassifikation durch

] sign (<i" —C, 5>)

= sign (<fv €+> - <'f, E—> + /80) (Ubung)

<
I
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Lernalgorithmus im Bild

oL
1

8]
|
oL

8

Vv
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... ware das schon die Stitzvektormethode. Aber:

@ Einfach den Mittelpunkt der Beispiele einer Klasse zu
berechnen ist zu einfach, um ein ordentliches 5 zu
bekommen.

@ Man erhalt so nicht die optimale Hyperebene.
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Die optimale Hyperebene

Eine Menge von Beispielen heif3t

linear trennbar, falls es eine

Hyperebene H gibt, die die positiven

und negativen Beispiele trennt. Y
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Die optimale Hyperebene

Eine Menge von Beispielen heif3t

linear trennbar, falls es eine

Hyperebene H gibt, die die positiven

und negativen Beispiele trennt. Y

5.1: Optimale Hyperebene

Eine separierende Hyperebene H
heiBt optimal, wenn ihr Abstand d
zum nachsten positiven und nachsten
negativen Beispiel maximal ist.
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Die optimale Hyperebene

Eine Menge von Beispielen heif3t

linear trennbar, falls es eine

Hyperebene H gibt, die die positiven

und negativen Beispiele trennt. Y

5.1: Optimale Hyperebene

Eine separierende Hyperebene H
heiBt optimal, wenn ihr Abstand d
zum nachsten positiven und nachsten
negativen Beispiel maximal ist.

5.2: Satz (Eindeutigkeit)

Es existiert eine eindeutig bestimmte
optimale Hyperebene.
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e ={z| (7, 5) + o = 0} Nach 5.1 wird die optimale
\ \ Hyperebene durch die
Y ® nachstliegenende Punkte aus
| | Cy und C_ bestimmt.

Skalierung von /3 und o, so
\ \ ® dass

° ® (. 2)+ ol =1
BoTo \ \ fur alle Beispiele am nachsten

L AN zur Hyperebene liefert die
® Y\ Hyperebenen H, und H,
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Abstand der Hyperebenen zum Ursprung

H*:{:E’| <:f,,§>+5o:0}

Der Abstand der mittleren

\\ " Ebene H* zum Ursprung
\ \ betragt
/\. \\\ \\\H2 B
® | | [ ) d(0, H*) = 6—3
O\ ° 181
Hy, N . ..
\ \ Die Abstande der grauen
() \\ \\ () Ebenen H, und H, sind
ﬂOfO \\ \\\ = +(—1 J
® . @ d(0, H;) = M
° O\ 13
\ \ 2
, Hy||H2 d(Hl,HQ):—_,

\ \
\ : 115]]
\ \
e y y
\ \
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Nach Konstruktion liegt kein Beispiel
zwischen H; und Hs, d.h.

(T, B) + By > +1VZ € C. (1)
(@,B) + Bo < —1VZ € C_ 2)
Der Abstand
2
d(Hl,HQ) = —
18|

heit Margin und soll maximiert werden!
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Maximimum Margin

Mit der Maximierung des Margin finden wir eine optimale
Hyperebene innerhalb der Menge der méglichen trennenden
Hyperebenen.

Durch die Minimierung von %HEH? erhalten wir ein konvexes,
quadratisches Optimierungsproblem, d.h.

o Es existiert eine eindeutig bestimmte, optimale
Hyperebene

o ={z| (7, 5)+ s =0}

Das quadratische Optimierungsproblem 143t sich in Zeit O(N?)
I6sen.
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Optimierungsaufgabe

Nach diesen Voruberlegungen haben wir also (nur noch) die
folgende Optimierungsaufgabe zu l6sen:

Optimierungsaufgabe
Minimiere 1
a2
SIE
unter den Nebenbedingungen
(Z,8)+Bo>+1 VEeCy
(z,8)+By<-1 vieC.

Die Nebenbedingungen lassen sich zusammenfassen zu
y((7, ) +0) =120 V(@,y) eX @)
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Optimierung mit Nebenbedingungen

Sei die optimierende
Funktion f: R - R

gegeben als : ' ' il 7
f@) = (- 12

unter der einzigen

Nebenbedingung 0s
g(x) =2 -1, .
d.h. fiir die méglichen -
Lésungen z muss gelten - IR
tefzeR|g(z) <0} T T S
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Optimierung mit Lagrange

Die Optimierung nach Lagrange ermdglicht die Optimierung
einer Funktion f(x) unter Nebenbedingungen durch Relaxation.

Mit der Lagrange-Methode lassen sich Nebenbedingungen g;
und h; der Art
gi(z) <0 und hj(z) =0

behandeln, indem diese zur zu optimierenden Funktion f
hinzugefugt werden, im Falle eines Minimierungsproblems als

min f(x) + Zaigi(ax) + Zujhj(m) mit o, pj > 0 Vi, 5
i J
Die a; und 1 heiBen auch Lagrange-Multiplikatoren.
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Lagrange-Funktion

Die Umformung der Nebenbedingungen (3) erlaubt nun die
Anwendung von Lagrange (nur Ungleichheitsbedingungen):

Lagrange-Funktion

-,

Sei das Optimierungsproblem gegeben, f(B) zu minimieren
unter den Nebenbedingungen g;(5) > 0,7 = 1, ..., m dann ist
die Lagrange-Funktion:

L(B.d) = f(B) - é igi(B) (4)

Dabei muss gelten «; > 0, Gleichheitsbedingungen sind nicht
gegeben.
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Optimierungsfunktion als Lagrange

Die Nebenbedingungen g; sind gegeben durch
gi(B, Bo) = yi (<fz, 5> +50) -1>0Vr;eX

Die Formulierung des Optimierungsproblems nach Lagrange
wird auch als Primales Problem bezeichnet:

Primales Problem
Die Funktion

Lp (3, 5o, ) = GBI - e (v ((7. B) +Bo) =1)  (8)

=1

soll Lp bezlglich 5 und By minimiert und bezlglich & maximiert
werden!
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Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen

Durch die partiellen Ableitung nach 5 und g3y erhalten wir

0 > > 0

—Lp(B, Bo,d) = B~ Vi VR ; iYi
o5 b @) =5 ;ayw und 2L (8, o, d) Zay
Nullsetzen der Ableitungen und die Berlcksichtigung der
Nebenbedingungen fihrt zu den KKT-Bedingungen fir eine

Lésung fir Lp:

N N

= Z oy und Z a;y; =0 (6)
=1 =1

a;>0¥i=1,....N (7)

ai<yi(<fi,g>+ﬁo)—1>:OVizl,...,N 8)
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Duales Problem

Das primale Problem soll beziiglich ﬁund Bo minimiert und
bezlglich @ maximiert werden:

Mit den Bedingungen aus 3555 und 952 erhalten wir den dualen
Lagrange-Ausdruck Lp (&)
@ Der duale Lagrange-Ausdruck L(&) soll maximiert werden.

@ Das Minimum des ursprUngIichenﬁOptimierungsproblems
tritt genau bei jenen Werten von g,5y,a auf wie das
Maximum des dualen Problems.
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Umformung des primalen in das duale Problem

%HEH?—éai e (2. 8) + 80) 1]
Z%Hg”z_g;ai (@A) +m) X
%Hg”z_f;aiyi (5.8) =3 cunte £
91152 - Zazyz (7. 5) 2
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Umformung Il
. N
Einsetzen von 5 = > «a,y;&; fihrt zu
=1
1 N N
5”5“2 =Y iy <fi,5> +> o
i=1 i=1
(NN N N N
=3 SN ioguiy (E, B =YY gy (B, T+
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
N (NN
=+ o - izzaiajyiyj (Ti, %)
i—1 i=1 j=1

N
unter den Nebenbedingungen 0 = ) a;y; und o; > 0 Vi
i=1
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SVM Optimierungsproblem (Duales Problem)

Die Umformungen fihren nach Einsetzen der
KKT-Bedingungen zum dualen Problem:

Duales Problem
Maximiere

Zaz -3 Z Zyzygaza] T, $]> (9)

Z].j].

unter den Bedingungen

a;>0Vi=1,...,N und > ay;=0
=1
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Stitzvektoren

Die Lésung a* des dualen Problems
za, -3 ZZyzwzaa i, )
i=1 j=1

muss die KKT-Bedingungen erflllen, d.h. es gilt unter anderem
% (yz (<fz, §>+Bo) —1) =0VvVe=1,...,N
a* enthalt fir jedes Beispiel Z; genau ein «; mit

a; =0 , falls Z; im richtigen Halbraum liegt
a; >0 , falls Z; auf der Hyperebene H; oder Hj liegt

Ein Beispiel Z; mit «; > 0 heiBt Stutzvektor.
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Optimale Hyperebene

Haben wir das optimale &* bestimmt, erhalten wir unsere
optimale Hyperebene:

Nach (6) gilt

B=> i
d.h. der optimale Normalenvektor E ist eine Linearkombination
von Stutzvektoren.

Um £y zu bestimmen kdénnen wir

a; (yi <<fz, 5> +ﬁ0> - 1) =0
fur ein beliebiges ¢ und unser berechnetes /A nutzen.
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Berechnung der «;?

Das prinzipielle Vorgehen ist bei der SVM wie bei anderen
Lernverfahren auch:

@ Parametrisierung der Modelle, hier tber Umwege durch &

@ Festlegung eines Optimalitatskriteriums, hier: Maximum
Margin

@ Formulierung als Optimierungsproblem

Das finale Optimierungsproblem 1a3t sich mit unterschiedlichen
Anséatzen l6sen

@ Numerische Verfahren (quadratic problem solver)
@ Sequential Minimal Optimization (SMO, [J. C. Platt, 1998])
@ Evolutionare Algorithmen (EvoSVM, [l. Mierswa, 2006])
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Zusammenfassung der Lagrange-Optimierung fir SVM

Das Lagrange-Optimierungs-Problem (5) ist definiert als:

N
_ L1 oz 3 _
p= A7 -3 e ({7, ) +50) - 1]
mit den Lagrange-Multiplikatoren a; > 0.
Notwendige Bedingung fiir ein Minimum liefern die Ableitungen

nach 5 und S,

N N
OLp . OLp

— = —Eaiifi und —=Eam’
s 0 i—1 ’ 9bo i=1 g

Diese flihren zum dualen Problem (9)

LD—ZOQ——ZZOQO%Z/L% 3317:EZ>

i=14=1
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Was wissen wir jetzt?

@ Maximieren des Margins einer Hyperebene ergibt eine
eindeutige Festlegung der optimalen trennenden
Hyperebene.

@ Dazu minimieren wir die Lange des Normalenvektors 3

o Formulierung als Lagrange-Funktion
o Formulierung als duales Optimierungsproblem

@ Das Lernergebnis ist eine Linearkombination von
Stltzvektoren.

@ Mit den Beispielen mussen wir nur noch das Skalarprodukt
rechnen.
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SVM mit Ausnahmen

@ Was passiert, wenn die Beispiele nicht komplett trennbar
sind?

Gewicht

90—

60—
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Nicht linear trennbare Daten

In der Praxis sind linear trennbare ®
Daten selten: ® ®

@ 1. Ansatz: Entferne eine
minimale Menge von 0
Datenpunkten, so dass die Daten .
linear trennbar werden (minimale ® .
Fehlklassifikation). ® o

@ Problem: Algorithmus wird L’
exponentiell. ! ®
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SVM mit Ausnahmen

Ein anderer Ansatz basiert wieder auf einer Relaxation:

@ Punkte, die nicht am Rand oder auf der richtigen Seite der
Ebene liegen, bekommen einen Strafterm &; > 0.

@ Korrekt klassifizierte Punkte erhalten eine Variable &; = 0.
Dies fUhrt zu folgenden Minimierungsproblem

N
%HEIV +C ) ¢ firein festes C € R (10)
j=1

Daraus folgt insbesondere

OSOQ'SC
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Weich trennende Hyperebene

Relaxiertes Optimierungsproblem

Sei C € R mit C > 0 fest. Minimiere
N
1BIP+C) &
=1

unter den Nebenbedingungen

Y

(7, B)+60 2 +1-¢& firgi=+1

<@,/§>+ﬁo < —14¢ furg=-1

Durch Umformung erhalten wir wieder Bedingungen fir die
Lagrange-Optimierung:

yi(<ﬂ‘c},5>+ﬁo)21—§i Vi=1,....N
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Bedeutung von £ und &

 e—¢=0,a=0

"(/§=0,0§a§0

1
1

S 0<¢<1,0<a<C

1

II )
§>1,a=0//‘/ ,

S1 @) =0 f(@) =+

1

f(@) =
Beispiele Z; mit «; > 0 sind Stutzvektoren.
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Wo sind wir?

@ Maximieren der Breite einer separierenden Hyperebene
(maximum margin method) ergibt eindeutige, optimale
trennende Hyperebene.

o Das haben wir heute in der Theorie flr linear separierbare
Beispielmengen und mit weicher Trennung gesehen — wie
es praktisch geht, sehen wir néchstes Mal.

o Die Grundlagen waren die selben wie bei den linearen
Modellen.

o Transformation des Datenraums durch Kernfunktion
behandelt Nichtlinearitat.
o Das kam nur einmal am Rande vor. Wir sehen es nachstes
Mal genauer.
o Es baut auf die Behandlung der Nichtlinearitat durch die
Basisexpansion auf.
@ Strukturelle Risikominimierung minimiert nicht nur den
Fehler, sondern auch die Komplexitat des Modells. Spater!
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